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Resumo

Recientemente diversos trabajos tratan sobre intervalos de predicción en
modelos paramétricos, el objetivo de eses trabajos és el mejoramiento del lim-
ite de predicción para nuevas observaciones Z, o sea, encontrar funciones cα(y)
tales que P{Z < cα(Y );ϑ} = α, de manera exata o aproximada. Una de
las ideas en ese sentido és presentada en Vidoni (1998) en la qual se utiliza
la fórmula p∗, posteriormente extendida a los modelos lineares generalizados.
Esa propuesta solamente funciona en el caso de dimensión uno de Z, por otro
lado, Barndorff-Nielsen & Cox (1996) utilizaron teoŕıa asintótica con el mismo
objetivo y obtuvieron un resultado posteriormente extendido por Corcuera &
Giummolè (2006) al caso multidimensional. En este trabajo utilizaremos el re-
sultado en Corcuera & Giummolè (2006) para encontrar regiones de predicción
mejoradas en modelos de regresión simétricos y mostraremos, a través de ejem-
plos, que la solución propuesta és una mejoria con relación al procedimiento
padrón.

Palabras clave: probabilidad de cobertura, regiones de predicción, mode-
los de regresión simétricos.

1 Introdução

En este trabajo será considerado el problema de predicción, por regiones de confianza,
de un vector aleatório Z = (Z1, . . . , Zm) con base en una muestra y = (y1, . . . , yn) del
vector aleatório Y = (Y1, . . . , Yn). Asumiremos que la función de densidad de Y y la
densidad condicional de Z dado Y = y, g(z;ϑ|y), son conocidas a menos un vector de
parámetros ϑ ∈ Θ ⊂ IRd. La predicción de Z será a través de regiones Rα(Y ) ⊂ IRm

tales que
P{Z ∈ Rα(Y )} = α,
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para todo ϑ ∈ Θ y para α ∈ (0, 1), fijo. Esta probabilidad és conocida como proba-
bilidad de cobertura y és calculada con relación a la función de densidad conjunta de
Z y Y .

La forma mas simple de realizar predicciones de Z és a través de la conocida
función de densidad estimada predictiva g(z; ϑ̃|y), donde ϑ̃ és un estimador de ϑ
asintoticamente eficiente, usualmente siendo el estimador de máxima verosimilitud
ϑ̂. Las regiones de predicción obtenidas de esta maneira son imprecisas, con error de
cobertura de orden O(n−1), o sea, P{Z ∈ Rα(Y )} = α+O(n−1). Este és un resultado
conocido cuando Z és de dimensión uno (Barndorff-Nielsen & Cox, 1994).

En este sentido Barndorff-Nielsen & Cox (1996) y Vidoni (1998) sugieren man-
eras de corregir los quantiles de la densidad estimada predictiva obtiendo limites
de predicción con error de cobertura de orden o(n−1). Estas propuestas pueden ser
aplicadas unicamente en el caso uni-dimensional, pués no consideran la dependencia
induzida entre las componentes de Z al estimar ϑ con los mismos datos.

De manera general el problema de predicción por regiones de confianza para nue-
vas observaciones se reduce a encontrar funciones c1(ϑ̂), c2(Z

(1); ϑ̂), . . ., cm(Z
(m−1); ϑ̂)

tales que

P{Z1 < c1(ϑ̂), Z2 < c2(Z
(1); ϑ̂), . . . , Zm < cm(Z

(m−1); ϑ̂)} = α+ o(n−1),

donde la igualdad se cumple para todo ϑ ∈ Θ con Z(i) = (Z1, . . . , Zi), las primeras i

componentes de Z e i = 1, . . . ,m− 1. El sistema de funciones c1(ϑ̂), c2(Z
(1); ϑ̂), . . .,

cm(Z
(m−1); ϑ̂) que cumplen la igualdad anterior será llamado de limites simultaneos

de predicción para Z.
En la Sección 2 presentamos la teoria para encontrar el sistema de limites simulta-

neos de predicción mejorados. La Sección 3 és dedicada a la obtención de estes limites
en modelos de regresión simétricos y en la Sección 4 presentamos diversos resultados
de simulación que corroboran la calidad del sistema de limites simultaneos mejorados
en estos modelos de regresión.

2 Región de predicción mejorada

El resultado en Corcuera & Giummolè (2006) extiende la idea de Barndorff-Nielsen &
Cox (1996) para el caso Z m-dimensional con componentes absolutamente cont́ınuas,
independientes o no, también asume independencia entre Z e Y . Aqui hacemos un
resumén de este resultado.

Utilizaremos la notación para sumas de Einstein e asi escribir de manera simples
los resultados, por tanto entenderemos que cuando aparezcan ı́ndices repetidos como
subescritos y sobrescritos en una expresión significa que estamos sumando en estes
ı́ndices.

Definimos

Bi
rs(z;ϑ) =

1

2

(
gir(z;ϑ)

gi(z;ϑ)
Gi

s(z;ϑ) +
gis(z;ϑ)

gi(z;ϑ)
Gi

r(z;ϑ)−Gi
rs(z;ϑ)

)
,
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donde los sub́ındices r y s indican derivación con relación a las correspondientes
componentes del vector de parámetros, gi(z;ϑ) és la función de densidad marginal
de Zi y Gi(z;ϑ) denota la función de distribuición acumulada de Zi, i = 1, . . . ,m.
Observemos que nuestra situación estamos asumiendo independencia entre las com-
ponentes do vetor Z e entre Z e Y , podemos entonces escribir la función de densidad
condicional de Z dado Y = y como g(z;ϑ) =

∏m
i=1 g

i(zi;ϑ).
Sean

br(ϑ) = E{(ϑ̂− ϑ)r}
y

irs(ϑ) = E{(ϑ̂− ϑ)r(ϑ̂− ϑ)s},

el v́ıcio de la esperanza y de la variancia de ϑ̂, respectivamente. Los limites simul-
taneos de predicción mejorados, según fueron obtenidos en Corcuera & Giummolè
(2006) son

c1(ϑ̂) = q1α1
(ϑ̂)−

h1(q1α1
(ϑ̂); ϑ̂)

g1(q1α1
(ϑ̂); ϑ̂)

(1)

y, para i = 2, . . . ,m,

ci(z
(i−1); ϑ̂) = qiαi

(ϑ̂)−
hi(qiαi

(ϑ̂); ϑ̂)

gi(qiαi
(ϑ̂); ϑ̂)

−
∑
j<i

hij(qiαi
(ϑ̂), zj; ϑ̂)

gi(qiαi
(ϑ̂); ϑ̂)

, (2)

donde qiαi
és el cuantil αi de gi(z;ϑ). Las funciones hi(zi;ϑ) y hij(zi, zj;ϑ) son de

orden O(n−1), las quales pueden ser escritas para i = 1, . . . ,m e j < i, como

hi(z;ϑ) = −br(ϑ)Gi
r(z;ϑ) + irs(ϑ)Bi

rs(z;ϑ) (3)

y

hij(zi, zj;ϑ) = irs(ϑ)Gi
r(zi;ϑ)

gjs(zj;ϑ)

gj(zj;ϑ)
· (4)

En diversos trabajos, por ejemplo, Vidoni (2001) e Vidoni (2003) son obtenidas
expresiones del intervalo de predicción en modelos de regresión limitándose a la
predicción de uma única variáble. El objetivo de este trabajo és extender los re-
sultados presentados en esta sección a los modelos de regresión simétricos cuando nos
interesa hacer predicciones por regiones de confianza.

3 Modelos de regresión simétricos

En art́ıculo reciente Cordeiro et al. (2000) generalizaron trabajos anteriores y desen-
volvieron una nueva clase de modelos llamados de modelos de regresión no lineares
simétricos. És conocido que el modelo de regresión normal no siempre és un buen mo-
delo para representar datos conteniendo observaciones extremas o periféricas. Para su-
perar este problema, nuevos modelos estad́ısticos han sido propuestos. Distribuciones
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simétricas estan apareciendo con frequencia cresciente en la literatura estad́ıstica para
modelar diversos tipos de datos que contienen observaciones mas distantes de lo que
seria esperado tomando como base la distribución normal.

Esta nueva clase de modelos incluye distribuciones tales como normal, t-Student,
potencia exponencial, loǵısticas I e II e los modelos normais contaminados, permi-
tiendo aplicar una amplia variedad de modelos para varios tipos de datos.

Decimos que la variáble aleatória Y tiene distribución absolutamente cont́ınua
simétrica con parámetro de locación µ ∈ R y parámetro de dispersión φ > 0, si la
función de densidad és

f(y;µ, φ) =
1

φ
g

{(
y − µ

φ

)2
}
, y ∈ R, (5)

para alguna función g (independiente de y, µ e φ), tal que g(u) > 0, para u > 0 e∫∞
0

u−1/2g(u)du = 1, donde y és una realización de Y . Escribimos Y ∼ S(µ, φ).
La famı́lia de densidades simétricas de locación y escala (5) retiene la estructura

de la distribución normal eliminando la forma espećıfica de la densidad normal. Esta
famı́lia incluye densidades simétricas que tienen extremos menores o mas altos que
los de la normal. Una relación detallada de estas distribuciones e áreas de aplicación
puede ser encontrada en Chmielewski (1981).

Para introduzir una estructura de regresión en la clase de modelos (5), definimos
los modelos de regresión linear simétricos como

Yi = µi(β) + εi, (6)

donde µi(β) = x>
i β, β = (β1, . . . , βp)

>, xi és un vector de dimensión p × 1 con
los valores de las variábles explicativas e εi ∼ S(0, φ), i = 1, . . . , n. Caso existan,
tenemos que E{Yi} = µi e Var{Yi} = ξφ, siendo ξ > 0 una constante que puede
ser obtenida para cada situación particular, por ejemplo, para la distribución normal
ξ = 1 y en el caso de la distribución t-Student con ν grados de libertad tenemos
que ξ = ν/(ν − 2) si ν > 2. Observamos que el argumento de la función g(·) en (5)
depende de y, β e φ, luego podemos escribir g(u2) = g(y, β, φ), donde u = u(y, β, φ) e
u(y, β, φ) = (y − x>β)/φ. En el art́ıculo de Galea et al. (2003) son descritas medidas
de diagnóstico para los modelos definidos en (6).

Ahora estamos en condiciones de desarrollar e investigar la calidad de las regiones
de predicción en los modelos de regresión simétricos.

3.1 Regiones de predicción mejoradas en modelos de regre-
sión simétricos

Utilizando las expresiones (1), (2), (3) e (4) vamos encontrar el sistema de limi-
tes de predicción mejorados en los modelos de regresión simétricos observando que
ϑ = (β, φ), o sea, que el vector de parámetros completo és de dimensión p+1. Tambien
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devemos observar que el vector de respuestas en estos modelos és independiente, luego
nuestras expresiones deven ser bastante simplificadas.

Con este objetivo vemos que el v́ıcio de la esperanza de orden O(n−1) del vector

β̂ és nulo, resultado que puede ser demostrado utilizando la fórmula de Cox & Snell
(1968), entonces

hi(z;ϑ) = −bφ(ϑ)Gi
φ(z;ϑ) + irs(ϑ)Bi

rs(z;ϑ),

para i = 1, . . . ,m, el vicio de φ̂ de orden O(n−1) fue obtenido en Cordeiro et al. (2000)
como

bφ(ϑ) =
φ

2n(α2,2 − 1)

{
p

(
α3,1

α2,0

+ 2

)
+

α3,3 + 2α2,2

(α2,2 − 1)

}
,

donde αr,s = E{t(r)(U)U s}, para r, s = 0, 1, 2, 3, t(u) = log g(u2), t(r) = drt(u)/dur e
U ∼ S(0, 1).

En este último art́ıculo los autores también mostraron que la matriz de información
de Fisher de ϑ̂ és

K(ϑ̂) =

−α2,0

φ2
X>X 0

0
n

φ2
(1− α2,2)

 ,

también están disponibles expresiones de αr,s em diversas situaciones particulares de
modelos de regresión simétricos.

A seguir reservaremos los ı́ndices r e s para indicar las componentes del vector
de parámetros de regresión β, asi ϑr = βr, r = 1, . . . , p e ϑφ = φ. Consideramos
que el vector de nuevas observaciones tiene función de densidad de la forma (5), que
ui = (zi − µi)/φ y que el predictor linear sea µi = ω>

i β, onde ωi = (ωi1, ωi2, . . . , ωip)
>

és un vector conocido para cada nueva observación, i = 1, . . . ,m.
Entonces, para cada componente del vector Z, obtenemos que

gr(z; β, φ)

g(z; β, φ)
= −2uωrWg(u

2)/φ

e
gφ(z; β, φ)

g(z; β, φ)
= −

{
1 + 2u2Wg(u

2)
}
/φ·

Tambien encontramos las expressiones de Gr(z; β, φ) = −ωrg(u
2)/φ e Gφ(z; β, φ) =

−ug(u2)/φ. Las segundas derivadas tienen formas mas complicadas, asi

Grs(z; β, φ) = 2uωrωsWg(u
2)g(u2)/φ2,

Grφ(z; β, φ) = ωrg(u
2)
{
1 + 2u2Wg(u

2)
}
/φ2,

Gφs(z; β, φ) = 2u2ωsWg(u
2)g(u2)/φ2
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y que
Gφφ(z; β, φ) = ug(u2)

{
3 + 2u2Wg(u

2)
}
/φ2·

Expressões para α2,0, α2,1, α3,1 e α3,3 son encontradas em Cordeiro et al. (2000)
para algunas situaciones particulares de modelos de regresión simétricos y en el
art́ıculo de Cysneiros & Paula (2005) podemos encontrar expressiones de Wg(u

2) =
g′(u)/g(u2), tambien para algunas situaciones particulares, donde g′(u) = dg(u)/du.
Devemos observar que por la particular forma de la función de densidad en los modelos
de regresión simétricos fr/f = gr/g asi como en las otras expresiones.

4 Ejemplos de modelos de regresión simétricos

Aqui mostraremos la calidad en las predicciones por regiones de confianza obtenida
cuando usamos los limites simultaneos de predicción mejorados. En algunos modelos
especificos comparamos la probabilidad de cobertura cuando utilizamos los ĺımites
de predicción mejorados y aquella obtenida por la forma tradicional. Realizaremos
simulaciones Monte Carlo y en cada caso calculamos ambas regiones de predicción.

4.1 Modelo de regresión t-Student

Consideremos que Y1, . . . , Yn e Z1, . . . , Zm son variábles aleatórias independientes con
distribución t-Student de parámetros β, φ y ν grados de libertad e funcion de densidad

g(u) =
νν/2

B(1/2, ν/2)
(ν + u2)−(ν+1)/2,

donde B(·, ·) és la función Beta.
La forma mas simples de obter los limites simultanios de predicción és definirlos

como los quantis de la función de densidade estimada g(z; ϑ̂), la qual és obtenida

substituyendo θ por su estimador consistente θ̂, de esta forma los limites simultanios
de predicción son

ci(θ̂) = G−1(αi; θ̂)

o sea, ci(θ̂) = qαi
(θ̂) donde qαi

(θ̂) és el quantil αi de g(z; θ̂), i = 1, . . . ,m e α =
∏m

i=1 αi.
Para obtener los limites simultanios de predicción mejorados son necesarias las

expressiones de la sección anterior y también α2,0 = −1/2, α2,2 = 1/2, α3,1 = 1/3,
α3,3 = −1/2,

Wg(u
2) = − ν + 1

2(ν + u2)
, bφ(ϑ) = φ(1− 2p/3)/n

y también
Gr(z;ϑ) = −ωrg(u

2)/φ, Gφ(z;ϑ) = −ug(u2)/φ·

En la Tabla 1 mostramos los resultados de un estudio de simulación realizado con
el objetivo de mostrar la mejoria obtenida en la probabilidad de cobertura cuando
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Tabela 1: Valores médios de la probabilidad de cobertura, en 20.000 réplicas Monte
Carlo, para diferentes tamaños de muestra n e diferentes número de perámetros de
regresión p y m = 1, en el modelo de regresión t-Student. Las estimativas de la
probabilidad de cobertura fueron obtenidas utilizando los métodos (a) tradicional y
(b) mejorado.

α
n, p 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
15, 2 (a) 0.138 0.241 0.331 0.416 0.499 0.582 0.667 0.757 0.860

(b) 0.105 0.205 0.303 0.401 0.499 0.597 0.694 0.793 0.894

20, 3 (a) 0.137 0.240 0.331 0.416 0.499 0.582 0.667 0.759 0.863
(b) 0.105 0.206 0.305 0.402 0.499 0.596 0.694 0.793 0.894

25, 4 (a) 0.155 0.262 0.349 0.427 0.501 0.575 0.652 0.739 0.846
(b) 0.116 0.221 0.319 0.411 0.501 0.591 0.683 0.780 0.885

utilizamos los resultados presentados en las Secciones 2, 3 e 3.1. Fueron realizadas, en
cada caso, 20.000 réplicas Monte Carlo del modelo de regresión t-Student con número
de parámetros de regresión p iguales a 2, 3 y 4, tamaños de muestra n, 15, 20 e 25,
φ = 2, grados de libertad ν = 3 e solamente consideramos el vector Z de nuevas
observaciones univariado. Para realizar este trabajo se utilizo el programa Ox versión
6.21 (Windows/U) (C) J.A. Doornik, 1994-2011 (www.doornik.com).

Podemos observar que la probablidad de cobertura fue siempre subestimada si
utilizamos los limites simultanios de predicción simples y la predicción pretendida
és menor que 0.5, en 0.5 existe coincidencia entre ambas formas de obter los limites
dimultanios de predicción y si la predicción pretendida és mayor que 0.5 la probabili-
dad de cobertura és subrestimada. Si utilizamos los limites simultaneos de predicción
mejorados los resultados obtenidos fueron impresionantemente satisfactórios. En to-
dos los casos el error de estimación de la probabilidad de cobertura mejorada fué
menor de 0.06.

5 Considerações finais

Extendemos aqui los resultados de mejoramiento de regiones de predicción multi-
variadas para nuevas observaciones a los modelos lineares simétricos. Encontramos
expresiones gerenrales que, para cada modelo particular, son facilmente programadas.
En el modelo de regresión t-Student mostramos que la probabilidad de cobertura és
mejorada con los resultados presentados aqui en situaciones de tamaño de muestra
relativamente pequeño. Más estudios de simulación son necesários en los quales con-
sideraremos el vector de nuevas observaciones multivariado.
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