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Abstract

Se estudia un sistema sometido a choque y desgaste. Los choques pro-
ducen daños debidos a condiciones externas, y cuando el sistema alcanza
un cierto número de choques es reparado. Las reparaciones son tan buenas
como nuevas. Los fallos internos del sistema son no-reparables, y cuando
el fallo ocurre el sistema es reemplazado por otro nuevo e idéntico. Ambos
tipos de fallos son independientes. Los choques ocurren según un proceso
de llegadas Markoviano (Markovian arrival process). Los tiempos de vida
y de reparación del sistema siguen distribuciones tipo-fase. El sistema se
estudia siguiendo métodos analítico-matriciales. Se construye el proceso
general de Markov gobierna el sistema y se calcula la distribución esta-
cionaria. A partir de esta se determina la disponibilidad y las razones de
ocurrencias de fallos. Una aplicación numérica ilustra los resultados.

Palabras clave: Proceso de llegadas Markoviano; distribución tipo-
fase; sistema de choque y desgaste

1 Introduction

Los sistemas de choque y desgaste se presentan en �abilidad cuando estos están
sometidos a dos tipos de fallo bien diferenciados: externos, que se producen
debido a las condiciones ambientales, e internos, que dependen de la estructura
interna del sistema. Las causas externas que producen deterioro en el sistema se
denota por choques, y esto incluye diferentes conceptos, como voltaje, vibración,
tensión, entre otros. Este tipo de sistemas ha sido estudiado bajo diferentes
puntos de vista y se pueden considerar un clásico en �abilidad. Estos dos tipos
de fallo se consideran independientes. En este trabajo consideramos el estudio
de un sistema de este tipo usando los métodos analítico-matriciales. Estos
métodos tienen la ventaja de que permiten estudiar sistemas generales bajo una
metodología que permite una aproximación algorítmica de los resultados.
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El trabajo inicial de este tipo de sistemas es el de Esary et al.(1973), en este
artículo el desgaste es producido por los choques. Hemos restringido los trabajos
previos que nos sirven de referencia a aquellos que tratan el sistema siguiendo
los métodos analítico-matriciales, en los que juegan un papel fundamental las
distribuciones tipo-fase y los procesos de llegadas Markovianos. La clase de
distribuciones tipo-fase es densa, en el sentido de las distribuciones, en la familia
de distribuciones continuas de�nidas sobre el semieje real positivo. Los procesos
de llegadas Markovianos extienden los modelos de llegadas usuales, tales como el
proceso de Poisson, el proceso de Poisson modulado por un proceso de Markov, y
otros; además, incorporan una relación de dependencia entre los tiempos entre
llegadas. El primer artículo aplicando estos métodos a sistemas sometidos a
fallos externos e internos es el de Neuts et al. (1981). Este trabajo anterior
es extendido en Neuts et al. (2000) incluyendo reparación, considerando que
los fallos externos pueden ser reparables y no-reparables, y limitando el número
de choques. En Montoro-Cazorla et al. (2009a) se estudia un sistema de esta
clase en el que el número de fallos externos es aleatorio. Un sistema en de
choque y desgaste en el que las llegadas de choques siguen un proceso de llegadas
Markovianos se estudia en Montoro-Cazorla et al. (2006), es el primer trabajo en
el que se incluye este modelo de llegadas en este tipo de sistemas. Otros trabajos
relacionados con el presente y en el que los procesos de llegadas Markovianos
representan las llegadas de choques son los de Montoro-Cazorla et al. (2008),
Montoro-Cazorla et al.(2009b), Montoro-Cazorla et al. (2009c). Un artículo
donde se estudian sistemas generales del tipo que presentamos aquí es el de
Montoro-Cazorla et al. (2011).
Presentamos un sistema sometido a fallos externos (choques) e internos. Los

choques ocurren según un proceso de llegadas Markoviano. El tiempo de fallo
del sistemas sigue una distribuciòn tipo-fase. Después de un cierto número
�jado de choques el sistema es reparado. La reparación es tan buena como
nueva (reparación perfecta). El sistema puede fallar también debido a fallos
internos, estos son no-reparables. Se estudia el sistema en régimen estacionario.
Se construye el generador del proceso de Markov que gobierna el sistema, se
calcula la disponibilidad y las razones de ocurrencia de los diferentes tipos de
fallos.
El trabajo está organizado como sigue. En la sección 2 se de�nen los prin-

cipales elementos que juegan un papel central a lo largo del artículo. En la
sección 3 se describe el sistema y se construye el modelo Markoviano que lo
gobierna. En la sección 4 se calcula la distribución estacionaria. En la sección
5 se calculan la disponibilidad y las razones de ocurrencia de los dos tipos de
fallo que se consideran. En la sección 6 se presenta una aplicación numérica.

2 De�niciones

Los elementos básicos en los métodos analítico-matriciales (MAM) son las dis-
tribuciones tipo-fase y los procesos de llegadas Markovianos. De�nimos ambas
estructuras y las operaciones de Kronecker que están muy relacionadas con estos
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métodos.
De�nición. La distribucion H(�) de�nida sobre [0;1[ es una distribución

phase-type continua (distribución PH), si es la distribución del tiempo de ab-
sorción en un proceso de Markov con un número �nito de estados transitorios
y un estado absorbente. Si T denota la matriz de razones de cambio entre los
estados transitorios, el vector inicial de probabilidades se denota por �, y e es
un vector columna de 1�s, todos ellos con el mismo orden, la distribución H(�)
viene dada por

H(x) = 1� � exp(Tx)e; x � 0:

Se dice que H(�) sigue una distribución PH(�; T ). El vector de absorción T 0
satisface la relación �Te = T 0: Se dice que la distribución tiene representación
(�; T ). El orden de la distribución es el número de estados transitorios. .
De�nición. Una distribución tipo-fase discreta se de�ne de manera similar

al caso continuo, se supone una cadena de Markov discreta con un número �nito
de estados transitorios y un estado absorbente. Si la matriz de transición entre
los estados transitorios se denota por S, el vector inicial de probabilidad por �,
y el vector columna de probabilidades de absorción por S0; se veri�ca la relación
Se+S0 = e, y las probabilidades de ocupación de los estados fpkg vienen dadas
por

pk = �S
k�1S0, k � 1:

Se dice que fpkg sigue una distribución PHd(�; S):
De�nición. Sea D un generador in�nitesimal irreducible de un proceso de

Markov. Sea una sucesión de matrices Dk; k � 1; no-negativas. Sea una matriz
D0 con elementos no-negativos fuera de la diagonal, con elementos diagonales
estrictamente negativos, y no-singular. Todas las matrices son cuadradas y
tienen el mismo orden. Estas matrices están relacionadas por la expresión

D = D0 +
X
k�1

Dk:

Asociado a este proceso de Markov hay un proceso de renovación de Markov
que representa un proceso de llegadas a la semirrecta real positiva y que opera
como sigue. La matriz D0 gobierna los tiempos entre llegadas, la matriz Dk
gobierna la llegada del tipo k, k � 1: Este es un proceso de llegadas Markoviano,
el acrónimo en inglés es MAP. El orden del MAP es el orden de las matrices
que lo de�nen. El MAP aqui de�nido se denota MAP (D0; Dk); k � 1:
De�nición. Si A y B son matrices rectangulares de órdenes m1 �m2 and

n1�n2; respectivamente, el producto de Kronecker A
B es la matriz de orden
m1n1 �m2n2, escrita en forma compacta como (aijB):
La suma de Kronecker de las matrices cuadradas C y D de órdenes p y q,

respectivamente, se de�ne por C � D = C 
 Iq + Ip 
 D; donde Ik denota la
matriz identidad de orden k.
Para más detalles sobre estas operaciones consultar Bellman (1970) y Gra-

ham (1981), y para distribuciones tipo-fase y MAPs consultar Neuts (1981).
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3 El sistema

Consideramos un sistema de choque y desgaste que opera de acuerdo con las
siguientes hipótesis.
Hipótesis 1. El tiempo de fallo del sistema sigue una distribución PH(�; T )

de orden m, con función de distribución

F (t) = 1� � exp(Tt)e; t � 0:

Hipótesis 2. Los choques están gobernados por un MAP (D0; D1) de orden
n; vector inicial d y generador irreducible D = D0 + D1. La matriz de
probabilidades de transición viene dada por

G(x) =

Z x

0

exp(D0u)duD1; x � 0:

La matriz paramétrica D1 indica la ocurrrencia de un choque y la matriz D0
gobierna la evolución del MAP entre las llegadas de choques.
Hipótesis 3. El número de choques que el sistema puede soplortar es M . A

la llegada del (m+ 1) choque el sistema pasa a reparación.
Hipótesis 4. El tiempo de reparación sigue una distribución PH(�;K) de

orden r, con función de distribución

G(t) = 1� � exp(Kt)e; t � 0:

Hipótesis 5. Los fallos internos no son reparados. Cuando ocurren se produce
un reemplazamiento del sistema por otro nuevo e idéntico.
Hipótesis 6. La reparación es tan buena como nueva.
No hay otros tiempos implicados en el sistema.
El contador del número de choques se representa por una distribución tipo-

fase discreta PHd(
; L) de orden M . Para el caso M = 4, la matriz L, el
vector 
; y el vector de absorción L0 son


 = (1; 0; 0; 0); L =

0BB@
0 1
0 1
0 1
0

1CCA ; with L0 =
0BB@
0
0
0
1

1CCA :
Esto signi�ca que los primeros cuatro choques producen fallos que permiten

que el sistema pueda seguir operativo. En otras palabras, son fallos leves. Es a
la llegada del quinto choque cuando el sistema pasa a reparación.

3.1 Macro-estados

En los procesos de Markov que simulan la evolución de los sistemas una buena
elección de los estados es esencial. Estos estados establecen las diferentes situa-
ciones físicas por las que pasa el sistema, y deben ser exhaustivos, todas las
posibles situaciones deben quedar re�ejadas. Cuando se introduce la estructura
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analítico-matricial en el análisis de los sistemas los estados pasan a ser vectores
y la estructura se complica, a cambio los resultados pueden ser expresados en
forma algebraica. Estos estados vectoriales son denominados macro-estados. A
continuación de�nimos los llamados macro-estados identi�cando las distintas
situaciones del sistema a partir de las hipótesis.
Macro-estado 0 : El sistema está operativo y no ha sufrido choque alguno.
Macro-estado � : El sistema está operativo y ha sufrido � choques, � =

1; 2; 3; 4.
Macro-estado 5 : El sistema está en reparación.
El conjunto de macro-estados es S = f0; 1; 2; 3; 4; 5g:
Estos macro-estados se expresan mediante vectores cuyos elementos son las

fases de las diferentes estructuras aleatorias implicadas en el sistema: tiempo
operativo, tiempo de reparación y fase del MAP. El conjunto de las fases para
los diferentes macro-estados son los siguientes:
Macro-estado 0 = f(0; i; j); 1 � i � m; 1 � j � ng; siendo i la fase operativa

y j la fase del MAP.
Macro-estado � = f(�; i; j), � = 1; 2; 3; 4; siendo i la fase operativa y j la

fase del MAP.
Macro-estado 5 = f(5; h; j); 1 � h � r; 1 � j � ng; siendo h la fase de

reparación y j la fase del MAP.

3.2 Generador

El generador del proceso de Markov que gobierna el sistema se denota por Q. En
dicho generador se expresan las transiciones entre los diferentes macro-estados.
A su vez, estas transiciones vienen determinadas por las razones de transición
entre las fases que forman los macro-estados. La expresión �nal del generador,
�jando como hemos dicho M = 4, es

0BBBBBB@
T �D0 + T

0�
 I I 
D1 0 0 0 0
T 0�
 I T �D0 I 
D1 0 0 0
T 0�
 I 0 T �D0 I 
D1 0 0
T 0�
 I 0 0 T �D0 I 
D1 0
T 0�
 I 0 0 0 T �D0 e� 
D1
K0�
 I 0 0 0 0 K �D

1CCCCCCA :

El orden del generador en el caso general es mn(M + 1) + rn:
Explicamos brevemente los bloques que aparecen en el generador.
El bloque T�D0 indica que el sistema está operativo y no se producen fallos,

entonces los cambios que se producen son entre las fases operativas (gobernado
por T ) o entre las fases del MAP ((gobernado por D0) pero no simultáneamente.
El bloque T 0� 
 I indica que se produce un fallo interno (gobernado por

T 0) y el sistema se reinicia, las fases del MAP no cambian. Esto último viene
indicado por la matriz identidad I.
El bloque I 
 D1 indica que se produce un choque (gobernado por D1) y

no hay cambio entre las fases del tiempo de fallo.
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El bloque e�
D1 indica que ocurre el quinto choque (gobernado por D1) y
el sistema inicia la reparación (gobernado por �) desde la fase en que se produce
el choque (gobernado por e) .
El bloque K � D indica que el sistema está en reparación (gobernado por

K) y el MAP continua operativo (gobernado por D).
El bloque K0� 
 I indica que la reparación se ha completado (gobernado

por K0) y se reinicia el sistema (gobernado por �) mientras el MAP no cambia
de fase.

4 Distribución estacionaria

El vector de probabilidades estacionarias se denota por � = [�0; �1; �2; �3; �4; �5],
y está formado por sub-vectores de acuerdo con los correspondientes macro-
estados. Los vectores �0; �1; �2; �3; �4 son de orden mn y el vector �5 es de
orden rn.
De la teoría general de procesos de Markov se deduce que el vector � satisface

satisface las ecuaciones matriciales

�Q = 0; �e = 1:

La segunda ecuación es conocida como ecuación de normalización.
Efectuando los cálculos el sistema resultante es

�0(T �D0 + T 0�
 I) +
4X

�=1

��(T
0�
 I) + �5(K0�
 I) = 0;

��(I 
D1) + ��+1(T �D0) = 0; � = 0; 1; 2; 3;

�4(e� 
D1) + �5(K �D) = 0;
5X

�=0

��e = 1:

Se introducen matrices intermedias para obtener una expresión más mane-
jable, y que pueda ser calculada por procedimientos algorítmicos. Operando se
llega a la expresión �nal del vector �:

�� = �0R� ; � = 1; 2; 3; 4;

�5 = ��0R4B:

La condición de normalization es

�0 f(I +H)�R4Bg e = 1:
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Las matrices auxiliares son las siguientes:

V = (I 
D1)(T �D0)�1;
R� = (�1)�V � ; � = 1; 2; 3; 4;

H =
4X

�=1

R� ;

B = (e� 
D1)(K �D)�1:

5 Medidas de �abilidad

Dos son las medidas de �abilidad que calculamos, la disponibilidad y la razón de
fallo. La primera indica el porcentaje que tiempo que el sistema está operativo,
y la razón de fallo indica el número medio de fallos que se produce por unidad de
tiempo. Dado que se distinguen dos tipos de fallo, hay que calcular una razón
de fallo para cada uno de ellos.
La disponibilidad estacionaria es la primera medida en los sistemas repara-

bles. En este caso, la expresión es

A =

4X
�=0

��e:

Esta expresión indica que el sistema está operativo cuando ocupa cualquiera
de los macro-estados operativos en cualquiera de sus correspondientes fases.
Los fallos ocurren cuando el sistema ocupa un estado operativo y el fallo

puede ser interno o externo (debido a un choque). Damos las razones de fallo
para cada uno de estos.
La razón de fallo debido a choques es

�e =

"
�0(e
D1e) +

4X
�=1

��(e
D1e)
#
:

Justi�camos esta expresión. El primer sumando indica que el sistema es
nuevo (no ha recibido choque alguno) y se produce un choque mientras el sistema
ocupa cualquier fase operativa. El segundo sumando indica que el sistema no es
nuevo (ha recibido algún choque gobernado por D1) mientras el sistema ocupa
cualqueir fase operativa.
La razón de ocurrencia de los fallos internos es

�i =

"
�0(T

0 
 e) +
4X

�=1

��(T
0 
 e)

#
:

Se advierte que la expresión es muy similar a la anterior. Ahora los fallos
internos están gobernados por T 0 y el fallo se produce mientras que el MAP
ocupa cualquier fase.
La razón total de fallos es la suma de las correspondientes razones anteriores,

se denota por �, y se tiene � = �e + �i:
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6 Aplicación numérica

Ilustramos los cálculos anteriores mediante un ejemplo numérico. Se advierte
que los órdenes de las distribuciones tipo-fase y del MAP a lo largo del trabajo
no han jugado un papel importante, ya que las expresiones matriciales indican
cómo operar independientemente de los órdenes. Pero en las aplicaciones los
órdenes son esenciales para los cálculos numéricos. Con el �n de simpli�car los
cálculos elegimos los menores órdenes posibles.
Suponemos que el tiempo de fallo del sistema sigue una distribución PH(�; T )

de orden m = 2 con representación dada por

� = (0; 1);T =

�
�0:5 0:45
0:40 �0:5

�
:

El MAP que gobierna la llegada de choques es de orden n = 2 y las matrices
paramétricas son las siguientes:

d = (1; 0); D0 =

�
�0:65 0:55
0:40 �0:65

�
; D1 =

�
0:1 0
0 0:25

�
:

El tiempo de reparación sigue una distribución tipo-fase PH(�;K) de orden
r = 2 y representación

� = (1; 0);K =

�
�1:17 0:58
0:58 �1:17

�
;

Las expresiones para las medidas de �abilidad calculadas son dadas en la
Tabla 1.

Tabla 1. Medidas de �abilidad

Medidas de �abilidad
Av = 0:8358
�e = 0:1511
�i = 0:0692

La disponibilidad tienen un alto valor, el sistema está disponible el 83:58%
del tiempo.
La razón de ocurrencia de fallos internos es aproximadamente la mitad de

la razón de ocurrencia de choques.
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