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Resumen: Este trabajo presenta un procedimiento para acelerar la convergencia
del algoritmo Weiszfeld en el problema de localizacion minisum o problema de
Weber, cuando las distancias estan medidas con una norma Jp. Para ello, se
combinan los métodos de aceleracion basados en la transformacién del algoritmo
Weiszfeld al introducir un factor de salto funcién de p, con el método de Steffesen,
un esquema de aceleracién genérico aplicado a los procesos iterativos para
resolver ecuaciones de punto fijo. Se analiza la convergencia de la metodologia
propuesta y las condiciones bajo las cuales ésta garantizada. Ademas se realiza
un analisis computacional que ilustra la eficiencia del procedimiento de resolucién
propuesto.

La solucion del problema de Weber es usada frecuentemente como parte del
proceso de resolucién de problemas de localizacibn mas complejos. Estos procesos
usualmente hacen uso de repetidas llamadas al algoritmo de Weiszfeld, por tanto, en los
casos donde el algoritmo de Weiszfeld tiene una convergencia lenta o requiere de un
numero elevado de iteraciones, dichos procesos de resolucion dejan de ser eficientes. De
este modo, reducir el costo computacional del algoritmo de Weiszfeld se convierte en un
reto interesante por la utilidad que puede tener en la mejora de otros procedimientos de
resolucion.

El objetivo de este capitulo es proporcionar un procedimiento convergente bajo
ciertas condiciones, que nos permita acelerar la convergencia hacia la solucién éptima
del problema de Weber cuando las distancias son medidas con normas lp. Para ello se
combina un método de aceleracion basado en una transformacién del algoritmo de
Weiszfeld, consistente en incluir un factor de salto dependiente del parametro p que
corrija el salto, con el método de Steffensen, un sistema de aceleracién aplicable a
procesos iterativos definidos a través de una ecuacion de punto fijo.

Cuando un proceso iterativo converge lentamente a la solucion 6ptima de un
problema, se recurre a transformaciones del mismo que permitan acelerar dicha
convergencia, estas consisten en modificar la sucesibn generada que converge
lentamente al 6ptimo en otra que converge mas rapidamente al mismo limite o solucién.
Dado que el algoritmo de Weiszfeld esta definido mediante una ecuacién de punto fijo, se
podrian aplicar procedimientos clasicos para acelerar la resolucién de este tipo de



ecuaciones. (Ver Brezinski (2000), Burden et al.(1981), Drezner (1992) and Farnum
(1991).

Katz (1974) y Drezner (1995) sugieren el uso del método de Steffensen para p=2
aplicado a cada componente en cada iteracién, pero no analizan propiedades de
convergencia del mismo. En esta memoria se propone una aplicacion de la version
vectorial del algoritmo de Steffensen para acelerar las modificaciones del algoritmo de
Weiszfeld cuando se aplican diferentes factores de salto. De este modo, este trabajo
supone el primer intento de aplicar de forma vectorial la aceleracién de Steffensen al
algoritmo de Weiszfeld. En trabajos previos, como se ha mencionado, se aplica dicho
procedimiento de aceleracion a cada componente a componente de forma independiente.

Planteada nuestra propuesta de aceleracién de la convergencia, gran parte del
trabajo se centra en garantizar las condiciones que aseguran la convergencia de la
modificacion propuesta, analizando cada uno de las propiedades que debe verificar el
nuevo esquema iterativo. En particular se estudian condiciones que aseguran que la
funcion iterativa que define el algoritmo de Weiszfeld verifica que el determinante de su
matriz Jacobiana en el éptimo, G ' (x *, A), es no nulo; asi como el determinante de /-G’
(x *, A) tampoco es nulo. Por otro lado, también se analizan las condiciones bajo las
cuales la sucesiéon que genera el algoritmo de Weiszfeld es uniformemente invertible y
cuando la segunda derivada parcial de la funcién iterativa es acotada. Bajo estas
condiciones y cuando la sucesion original es convergente tenemos que la aceleracion de
Steffensen converge también a la solucion éptima. Estos son los casos en los que A < 2
para p en [1,2].Para los casos donde la convergencia de la modificacién del algoritmo
de Weiszfeld no converja o simplemente diverja, bajo las condiciones analizadas
anteriormente, podemos asegurar la convergencia local de nuestro procedimiento de
aceleracion, en concreto, este es el caso de todos los valores de A para p>2.

Una vez probados los resultados de convergencia, se proporciona un estudio
computacional de la metodologia propuesta para analizar la eficiencia de la misma. Se
ilustra con analisis computacionales detallados tanto en el caso en el que la demanda
esta distribuida uniformemente en [0,70000] x [0,10000], como cuando la demanda esta
distribuida en clusters. La eficiencia del proceso de aceleraciéon propuesto esta testada
aplicandolo a cada una de las modificaciones del algoritmo de Weiszfeld que se
presentan en la literatura con salto fijo y que se recogen en el trabajo, es decir partiendo
de factores de salto A=1, 1.8, 2, 2/p, 2/(p-1), 1/(p-1) o p/(p-1). El estudio computacional se
completa con los resultados obtenidos a través de la aceleracion propuesta por Drezner
(1995) y Verkhovsky y Polyakov (2003), obteniendo en la mayoria de los casos mejores
resultados computacionales con el proceso acelerado propuesto en este trabajo.
(Observar que no existen resultados de convergencia de la sucesién generada por estas
dos propuestas de aceleracion).
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