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Resumen

Proponemos en este trabajo una modificacion al algoritmo presentado por Brimberg (2003) para
la obtencion de un centro que da servicios a dos regiones separadas por una linea recta.
Suponemos que las regiones tienen las normas |, y |,, respectivamente. llustramos el trabajo

con una comparativa entre el algoritmo modificado, utilizando el concepto de Gate, y el
propuesto por Brimberg.
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1. Introduccién

Consideremos el siguiente problema: sean P y Q dos puntos de R* y una linea recta
r=y=mx+yYy,, que divide al plano en dos regiones Q, y Q, con las normas |, (rectangular) y
|, (euclidea), respectivamente. Para dos puntos cualesquiera, situados en la misma region, la
distancia entre ellos viene dada por d,(-,-) o d,(-,"), distancias inducidas por las normas |, yl,,
respectivamente. Si no estan en el mismo semiplano, la distancia entre dos puntos PeQ, y
Q e Q, corresponde a la longitud del camino més corto (linea geodésica) que une P y Q. Dicha
distancia se denota como d(P,Q) y se obtiene resolviendo el siguiente problema de
optimizacion:
d(P,Q) =Min d,(P, X)+d,(X,Q) (1)

Por la convexidad estricta de la distancia euclidea este problema tiene solucion Unica, que
denotamos como G =G(P,Q) , se denomina puerta de acceso (Gate) y verifica:

d(P,Q) =d,(P,G)+d,(G,Q)

El problema (1) ha sido estudiado y resuelto explicitamente en [4] ampliando las soluciones
dadas en [1] y [9]. En la seccién 2 comentamos dicha solucién y las consecuencias de la misma.

Consideramos ahora una situacion mas general que la anterior: sean B .y Q; . puntos
1 J€5;

de Q, y Q,, respectivamente, donde S, y S, son dos conjuntos de indices. Estamos interesados
en resolver el siguiente problema de localizacion simple:

Q/Igg{Zvvid(R,X)@wjd(x,Q,-)} @)

ieS; jes,
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donde w;,,w; € R", son pesos asignados a los puntos B,y Q,, respectivamente.

Ejemplos reales de este problema pueden verse en [1] y [7] donde hay puntos de demanda en una
ciudad con calles horizontales y verticales y el resto de los puntos de demanda se encuentra fuera
de la ciudad, donde es posible desplazarse en linea recta. En [2], [3] y [6] también se escogen dos
regiones de Londres (la ciudad de Londres y el norte de Londres) y usando los criterios AD y
SD, se obtienen | -normas diferentes en cada region.

Este problema fue estudiado para la normas rectangular y euclidea en [7] donde se prueba que la
funcién objetivo no es convexa y se presenta un algoritmo heuristico denominado MWP,
formulando el problema como un “mixed integer program”. También es estudiado, y resuelto
con las normas anteriores en [1], para el caso particular de recta vertical r = x =« (y por un giro
para las rectas horizontales), dividiendo el problema no convexo en tres problemas convexos y
eligiendo la mejor de las tres soluciones posibles. En este mismo articulo se consideran rectas
oblicuas y se reformula el problema (2) como un problema de localizacion de mdaltiples
instalaciones usando una adaptacion del procedimiento de Weiszfeld [8].

Asimismo, en [9] se da una caracterizacion de los gates y se prueba que la solucion del problema
(2) se encuentra en la envolvente rectangular de los centros existentes. Ademas se realiza una
comparativa entre diversos algoritmos de busqueda: BSSS, ARS, MWP.

La mayor aportacion de este trabajo consiste en una modificacién del algoritmo propuesto por
Brimberg en [1] que aminora los tiempos de ejecucion al considerar el concepto de Gate.

Este trabajo estd organizado como sigue: En la seccion 2 se introduce el algoritmo MFP
propuesto por Brimberg [1] ademas de una serie de resultados previos donde se justifica el uso

del Gate y se expone un resultado obtenido en [4] con las normas |, y1,, para la obtencion de los

gates. La seccién 3 describe el algoritmo GMFP obtenido en este trabajo. En la seccion 4 se
exponen los resultados computacionales entre ambos algoritmos y terminamos con las
conclusiones en la seccién 5.

2. Resultados previos

Brimberg [1], describe el algoritmo MFP, en el que plantea un problema Multifacility para
resolver el problema (2) y que se basa en el algoritmo de Weiszfeld. El planteamiento es el
siguiente:

Sean Q, y Q,, dos regiones de R* separadas por una rectar =y =mx,0<m.

Sean P =(a,b) Y Q; =(c;,d)) s, donde S, y S, son dos conjuntos de indices, puntos

de demandaen Q, y Q,, respectivamente, talesque B .. Nr=g¢y.

Supongamos que la solucion del problema (2) se encuentra en Q,. En este caso, el problema (2)
se puede reformular de la siguiente forma:

!}/IIRQ{Z\Nud(R’ X)+ ijdZ(X’Qj)}: X I\({Iiz ]

ieS; jes, o

{Zwioll(e,zi)+Zwid2(zi X))+ ) wid, (X ,Qj)}

ieS; i€S; jes,

donde Z, =(z;,z,) er paracadai €S, . Tenemos por tanto el problema siguiente:



H 2 2 2 2
Min {Zvvi 23 ] |mz b + Sy (x-2)" (v -mz,)* + D w,J(x-e) + (y~d)) }
! 2 ieS; ieS; jesS,

Este es un problema convexo sin restricciones que se puede resolver modificando el
procedimiento de Weiszfeld de localizacion mdltiple y suavizando con una aproximacion
hiperbolica segin Love et al. [5]. La principal modificacion estriba en que tenemos dos normas
en lugar de una Unica norma.

Segun el algoritmo de Brimberg se igualan las |S,|+ 2 derivadas parciales a cero y

. Se eligen |S,|+ 2 valores iniciales arbitrarios: x',y,z;, ieS, y €>0
k k 2 k k 2 H
® A =(z—a) +¢ Ay =(mz; —b) +e lesS,
k k 2 k 2 H
B = (X'-¢)) +& + (y' -d)) +¢ JE€S,
Cl= (X =2)+e + (Y -mz)) +¢ ieS
k’% k k’% k’% k k’%
2 GWB; T+ zwC D cwBl T +my zwC,
° Xk+l — ieS, ie$; yk+1 — ieS, ie$,
21 21 21 1
k 2 k 2 k 2 k 2
> wB T+ wC > wBl T +> wC
jeS, ieS; Jes, ieS;

1 1 1
kel _ aA; +mb AL +(x +my")Cf

1i 1 1
+m?AL "+ (L+m?)CK”

z ieS,

-1
Kk 2
i
Analogamente si suponemos que la solucion se encuentra en Q, .
Justificacion de los gates

Hasta alcanzar una tolerancia previamente definida, las iteraciones producen puntos Z* y X*,y
evaluamos la funcion:

W*(Xk) = Zwidl(Pi’Zik)-l_Z\Nidz(Zik’ Xk)+ Z Wjdz(xk’Qj)

i€, ieS; jeS,
que difiere de la verdadera funcién a evaluar:

W(X*)= wd, B,G R,X +>wd, G B,X" ,X* +3 wd,(X*,Q))

i€, ieS; ieS,
ya que los puntos Z/, en general, no se corresponden con los gates G P, X" (solucién del
problema (1)) y, por tanto, W™ (X*) >W (X*).

Nuestro razonamiento es el siguiente: si disponemos de una formula explicita para obtener los
gates en cada iteracion, entonces podremos acelerar la convergencia a la solucion, ya que en

lugar de tener un problema con |Sl|+ 2 variables, tendremos sélo 2 variables (x,Y).

Obtencion de los gates



Teorema.- Sean P(a,b) e Q, y Q(c,d) € Q3,, puntos del plano separados por la recta r =y = mx.
Entonces, el unico punto X (X, Y,) €r tal que:

6,(P,X,) +d,(X,,Q) <dy(P, X)+d,(X,Q) , X et

‘c—d m mc—d 12
tiene por coordenadas: (a, ma)é(g,bJé me d, _ conm =—1 | m|+|m|.
m m-m- m-m m Jjom| +1

Notese que para m=0 6 m=c, el gate es (a,0)0 0,b respectivamente (ver Franco et Al. [4]).

En lo que sigue, denotaremos al punto X, er como G(P,Q).

Sean B ..y Q o puntos pertenecientes a los semiplanos Q, y Q,, respectivamente,
1 jesS,

separados por larectay =mx,0<m<1". Sea X (X, Y,) el punto solucion del problema:

Min, {ZWjd(Qj, X)+> wd(X, Pi)}

j€s, ieS;

Supongamos que X, € Q,, es decir:

Min,, {Z w;d(Q;, X)+ > wd(X, Pi)} = > w,d,(Q;, Q)+ D w,d,(Q;, X,) +> wd,(X,,P)

jes, ieS; jeS, jesS, ieS;

donde Q; =G(X,,Q;)

Figural

Notese que Q, se ha dividido en tres regiones siguiendo Franco et al [4]:

e Q,, donde los Q; son coincidentes entre si y con el gate G, =(x,,mx,), cuya ponderacion
es w,, suma de las ponderaciones de los puntos de Q, situados entre la rectay =mx y la
recta r, (exclusive).

e Q,, donde los Q} son coincidentes entre si y con el punto G,, = (£,y,), cuya ponderacién
es w, , suma de las ponderaciones de los puntos de Q, situados entre la rectay =mx y la
recta r,, (exclusive).

YElcaso m=0y m = oo se puede ver en Brimberg et al [1].



ij_dj m ij—dj

son los proyectados en

e 0, =0,\(Q,, UQ,,,) donde los Q}=£ m . m—m

la recta seglin la pendiente m” obtenida por Brimberg et al. [1] y ampliada por Franco et al.
[4] para las normas |, y |, .

Supongamos ahora que X, € Q,, es decir:

Min, {ijd(Q,-,XHZvvid(x,R)}: 2 W, (Q X))+ > widy (R, X))+ widy (R, R)

jes, ieS; jesS, ieS; ieS,

donde P =G(X,,P)

Q;(c;.d;)

o i
Figura 2
Notese que Q, se ha dividido en tres regiones:

m*Xs_ys m m X, =Y,

e Q. donde los P son coincidentes entre si y con el gate G = -
m-m m -m

cuya ponderacion es w,, suma de las ponderaciones de los puntos de Q, tales que

>mXS_yS b<mmxs_ys

al — * 1 — *
m —-m m —-m
e Q, donde los P'=(2,b) son la proyeccién horizontal sobre r de los puntos de Q, tales
m mx, -y,
que b >—————
m-m
e Q dondelos P =(a,ma,) son la proyeccion vertical en la recta de los puntos de Q, tales
m'x, —
que & <f—ys.
m -m

3. Algoritmo GMFP
Descripcion del algoritmo

Supongamos que el optimo se encuentra en Q,. Tomamos como puntos iniciales:



D wa + Y wic, D wma + > wd,

Zi1 = (ai ) mai)' ie Sll == = ) yl == = , s decir,
Wt W, DWW,
ieS; jeS, ieS; jeS,

X' =(x",y") es el centro de gravedad de los puntos de Q, y delos Z; =(a;,ma), i€S,.

Aplicamos sucesivamente las formulas obtenidas en [1]:

k k 2 k 2 k k ky2 k k \2
e B/=(X-¢) +e + (y-d) +e, C'=(X-z75)+e + (Y —mz,) +¢
k’% k k% k’% k k’%
ZCjoBj +zzli\NiCi ZCjoBj +mZzliwi(3i
Xk+l _ jes, ieS; ’ yk+1 _ jes, ieS;
1 21 21 21
k 2 k 2 K 2 K 2
D WB{ "+ > wC, D wWB{ T+ wC
jesS, ieS; jesS, ieS;

m*xk+1 _ yk+1 m m*xk+l _ yk+l

Hallamos G*** = y a continuacion (véase Figura 2 y férmulas

m —m m —m

siguientes) obtenemos los puntos Z** como los nuevos gates, es decir,:

. m*xk+1 _ yk+1
a si g <—-— T —
m-m
* o k+1 k+1
: b _ m mx* -y
Paracada i=12,..[S| ,z" = - si b > .
m m-m
m*Xk+1 _ yk+1
2 en otro caso
m-m

Supongamos que el 6ptimo se encuentra en Q, . Escogemos como puntos iniciales:

1 1
mec —d. m mec. —d QWA+ D Wiz QWb+ > wz;,
Zl _ j j ] i J S Xl __ie§ jes, yl _ie§ j€S, es
j - * ’ * ’ 21 - ’ - ’
Wy XTEST
ieS; jes, ieS; jes,

decir, X*=(x",y") es el centro de gravedad de los puntos de Q, y de los Z;(z;,2;;).

Aplicamos sucesivamente las formulas adaptadas al optimo en Q, :

o Al= (X-a)+e A= (Y-b)+e
k k k k k k
o Cfj= (xX-zj)+¢ Cy= (Y -mz)’+¢
1 1 _1 1
k 2 k k 2 k 2 k k 2
[Z aW A+ > Z5w,Cy ] [ZbiwiA2i + > mzw,Cy, j
. Xk+1 _ ieS; j€S; yk+1 _ ieS, jeS,
1 1 1 1
k 2 k 2 k 2 k 2
s’ s wer | s S wey! |
ieS; jesS, ieS; jeS,



Los puntos Z}‘*l se obtienen como los nuevos gates (véase figura 1 y formulas siguientes), es

k+1

decir, hallamos G{* = (x**!,mx**") y G = ( y yk”j ,'y a continuacion:
m
k+1 ) m* mc. — yk+1
y Si dj < yk+l+ J
m m
Paracada j=1,2,..[S,| ,zj'=7 X' si d;2x*'+m ¢ —x
mc;—d,
— en otro caso
m-m

Estas formulas pueden ser usadas para resolver el problema en una forma similar al
procedimiento de Brimberg [1]. La siguiente seccion expone resultados experimentales en el que
no solo se trata el tiempo computacional, sino también las diferencias de precision en el valor de
la funcion objetivo entre los dos algoritmos GMFP y MFP.

4. Resultados Computacionales

Se han elaborados sendos programas en MATLAB correspondientes a los dos algoritmos y se
han ejecutado en un ordenador INTEL Core 2 Duo, CPU P8400 @2.26 GHz, 1.58 GHz, con 2.93
GB de RAM.

Para cada n=10, 20, 40, 50, 100, 200, 500, 1000, se han generado 10 conjuntos de n puntos
aleatorios con distribucion uniforme en el cuadrado 0,100 x 0,100 con ponderaciones
unitarias (W, = w; =1). También hemos considerado tres pendientes de la recta: m=0.5, 1y 1.5

Para cada conjunto de n puntos y cada pendiente se han ejecutado ambos programas 10 veces,
para una mejor evaluacién del tiempo de ejecucion, obteniendo en cada programa un valor Gnico
de la funcion objetivo y un tiempo de computacion correspondiente a las 10 vueltas.

La Tabla I describe, para cada m y n, el valor medio de la funcién objetivo y el tiempo medio de
computo, suponiendo que la solucidn estd en cada una de las regiones en la que queda divido el

plano. Se ha tomado un valor de & =10"*para la aproximacion hiperbdlica y los programas
finalizan para una tolerancia de 7 =10"° o al alcanzar las 10000 iteraciones.

Ademas, figuran el valor 6ptimo medio de la funcion objetivo y el tiempo total medio de
computo de cada programa. En estas dos ultimas columnas hemos puesto en negrita qué
algoritmo es mas preciso y mas rapido. Asi, para las pendientesm=0.5y 1, el algoritmo GMFP
domina a MFP, tanto en precision como en tiempo de cémputo. Ahora bien, para m=15 el
algoritmo MFP gana en precision respecto al valor de la funcidn objetivo, pero pierde en tiempo
de computo.

Las ultimas columnas corresponden a indicadores de la funcion objetivo y de los tiempos de
computo. Estan definidos como el cociente entre los valores proporcionados por el algoritmo
GMFP vy el algoritmo MFP. Para m=1.5, el indicador de la funcion objetivo tiene un valor
minimo de 1.0001 y un valor maximo de 1.0013 para 1000 puntos, con lo que no hay una gran
diferencia porcentual. Sin embargo, el indicador temporal muestras diferencias apreciables entre
ambos algoritmos, oscilando entre 0.5543 y 0.7831.

5. Conclusiones



Hemos presentado un algoritmo GMFP basado en el algoritmo MFP desarrollado por Brimberg
[1] en el que se ha introducido en cada iteracion los valores de los gates encontrados a partir del

punto X*del algoritmo MFP. Los resultados computacionales nos indican que para valores
m=0.5y 1, el algoritmo GMFP mejora en cuanto a precision en la funcion objetivo y en tiempo
de cdmputo. Sin embargo para m=1.5, la precision en la funcidon objetivo es mejor en el
algoritmo MFP que en el algoritmo GMFP, si bien en tiempo de computo el algoritmo GMFP es
siempre mejor que en MFP. También hemos de indicar que para este caso el cociente entre los
valores de la funcion objetivo para los dos algoritmos se mueve en el intervalo (1.0001, 1.0013).
Las diferencias para 10, 20, 40 y 50 puntos en los valores de la funcidon objetivo son
suficientemente pequefias. No obstante a medida que aumenta el nimero de puntos la diferencia
entre los valores de la funcion objetivo son algo mayores si bien porcentualmente no son
significativas.
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Tabla |

m=0,5 Distancia en -2 Tiempo en |-2 Distancia en I-1 Tiempo en I-1 Funcién Objetivo Tiempo Totalx10 lindices
puntos GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP (D) I(T)
10 342,71 342,71 0,022 0,159 447,68 443,65 3,698 11,695 342,71 342,71 3,720 11,755  1,0000 0,3165
20 726,13 726,13 0,025 0,144 892,47 889,76 8,933 16,394 690,96 726,13 8,958 16,538 0,9516 0,5417
40 1.522,88 1.522,89 0,030 0,127 1.827,37 1.817,37 12,091 21,209 1.522,88 1.522,89 12,120 21,336  1,0000 0,5681
50 1.948,14 1.948,15 0,027 0,216 2.273,06 2.271,85 14,030 25,178 1.948,14 1.948,15 14,056 25,394 1,0000 0,5535
100 3.947,20 3.947,23 0,030 0,423 4.538,59 4.54176 22,123 38,163 3.947,20 3.947,23 22,153 38,586  1,0000 0,5741
200 7.915,53  7.915,60 0,053 0,500 9.096,38 9.108,26 38,297 64,459 7.915,53 7.915,60 38,350 64,959  1,0000 0,5904
500 19.826,76 19.826,92 0,117 1,734 22.745,93 22.786,34 84211 142,266 19.826,76 19.826,92 84,328 144,000 1,0000 0,5856
1000 39.698,29 39.698,61 0,219 4,063 45.511,90 45.600,52 175,703 274,469 39.698,29 39.698,61 175,922 278,531 1,0000 0,6316
m=1 Distancia en |-2 Tiempo en |-2 Distancia en I-1 Tiempo en I-1 Funcion Objetivo Tiempo Totalx10 lindices
puntos GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP I(D) I(T)
10 372,73 372,74 1,222 3,783 399,05 398,92 3,895 10,044 372,73 372,74 5,117 13,827  1,0000 0,3701
20 773,68 773,69 0,980 2,722 819,79 818,10 5,563 13,200 773,68 773,69 6,542 15,922  1,0000 0,4109
40 1.612,23 1.612,25 0,394 1,203 1.708,36  1.707,14 8,169 17,150 1.612,23 1.612,25 8,563 18,353  1,0000 0,4665
50 2.062,73 2.062,76 1,852 2,263 2.161,24 2.160,46 6,781 19,934 2.062,73 2.062,76 8,633 22,197  1,0000 0,3889
100 4.176,87 4.176,93 2,589 6,455 4.403,67 4.400,84 10,189 28,459 4.176,87 4.176,93 12,778 34,914  1,0000 0,3660
200 8.372,39  8.372,50 1,000 2,116 8.826,23 8.824,35 22,334 41,109 8.372,39 8.372,50 23,334 43,225 1,0000 0,5398
500 20.969,62 20.969,91 0,969 2,344 22.099,78 22.100,07 56,227 102,789 20.969,62 20.969,91 57,195 105,133  1,0000 0,5440
1000 41.977,25 41.977,83 1,547 3,672 44.240,79 44.241,71 62,141 230,578 41.977,25 41.977,83 63,688 234,250 1,0000 0,2719
m=1,5 Distancia en -2 Tiempo en |-2 Distancia en I-1 Tiempo en I-1 Funcién Objetivo Tiempo Totalx10 lindices
puntos GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP GMFP MFP (D) I(T)
10 421,64 420,76 4,488 4,520 406,06 405,61 3,017 6,655 395,65 395,62 7,505 11,175 1,0001 0,6716
20 859,69 858,51 3,594 8,469 853,59 850,93 5,039 6,234 834,31 833,70 8,633 14,703  1,0007 0,5871
40 1.775,38 1.775,26 5,836 12,441 1.804,60 1.803,12 8,231 10,666 1.754,35 1.753,95 14,067 23,106  1,0002 0,6088
50 2.270,09 2.269,26 8,912 17,919 2.307,07 2.306,39 5,791 8,606 2.254,04 2.253,83 14,703 26,525 1,0001 0,5543
100 4.613,53 4.607,87 20,775 27,239 4.719,31 4.718,45 11,191 16,844 4611,88 4.606,79 31,966 44,083 1,0011 0,7251
200 9.243,09 9.233/45 29,150 45,794 9.470,60 9.469,76 12,825 17,238 9.243,09 9.233,45 41,975 63,031 1,0010 0,6659
500 23.131,03 23.111,95 72,789 112,438 23.738,23 23.736,14 50,883 64,867 23.131,03 23.111,95 123,672 177,305 1,0008 0,6975
1000 46.326,74 46.268,83 201,656 215,063 47.521,94 47.522,05 57,5600 115,875 46.326,74 46.268,83 259,156 330,938 1,0013 0,7831




